
1. Przedmiot identyfikacji

System

( 1 )x
( 2 )x

( )sx

y*a

z

y = F ∗(x, z) = F (x, z,a∗), gdzie x =


x(1)

x(2)

:
x(s)

 — mierzone, a∗ =


a∗1
a∗2
:
a∗s

 — zestaw współczynników konkretyzujących F ()

F () — znane, a∗ — nieznane

informacja aprioryczna

F ∗ ∈ {F (x, z,a); a ∈ Rs}
istnieje dokładnie jedno a∗, takie że F ∗(x, z) = F (x, z,a∗) dla każdej pary (x, z) (identyfikowalnóśc)
informacja pomiarowa

{xk, yk}Nk=1
cel

znaléźc przepis Ψ() (algorytm identyfikacji)

Ψ(inf . aprioryczna, inf. pomiarowa) = aN ∼ a∗
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założenia o zakłóceniach

jest addytywne, tj. y = F (x,a∗) + z
{zk}Nk=1 — ciąg i.i.d.

Ez = 0

varz < ∞
z,x — niezależne

natura procesów

z — losowe, x — deterministyczne lub losowe, y —losowe, aN —losowe

własnósci aN
— praktyczne: wartósci EaN [i] i varaN [i]

— asymptotyczne: fakt i typ zbieżnósci aN → a∗

2. Metoda najmniejszych kwadratów (Gauss 1809)

wskáznik teoretyczny oceniający jakóśc dopasowania

QJ(a) = E{y − F (x,a)}2 → min
a

QJ(a) = E{F (x,a∗) + z − F (x,a)}2 = E{[F (x,a∗)− F (x,a)]2 + 2[F (x,a∗)− F (x,a)]z + z2} =
= E{F (x,a∗)− F (x,a)}2 + varz

konkluzja

a∗ = argmin
a
QJ(a)

w praktyce nie jest możliwe obliczenie QJ(a) (brak znajomósci odpowiednich rozkładów), proponuje się estymację wartósci
oczekiwanej za pomocą wartósci średniej

eQJ,N(a) = 1

N

N[
k=1

{yk − F (xk,a)}2 → min
a
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úsredniane składniki {yk − F (xk,a)}2 tworzą ciąg i.i.d., zatem na podstawie MPWL

eQJ,N(a) p.1→ QJ(a), gdy N →∞
pytanie: czy prawdziwe jest następujące wnioskowanie

eQJ,N(a) p.1→ QJ(a) =⇒ argmin
a
eQJ,N(a) p.1→ argmin

a
QJ(a)

odpowied́z: tylko wtedy, gdy

sup
a
( eQJ,N(a)−QJ(a)) p.1→ 0

3. Liniowy system statyczny MIMO

y = a∗Tx+ z = xTa∗ + z
yk = xTk a

∗ + zk, k = 1, 2, ..., N

opis macierzowo—wektorowy

XN =


xT1
xT2
:
xTN

 =

x
(1)
1 x

(2)
1 .. x

(s)
1

x
(1)
2 x

(2)
2 .. x

(s)
2

.. .. .. ..

x
(1)
N x

(2)
N .. x

(s)
N

 , YN =


y1
y2
:
yN

 , ZN =


z1
z2
:
zN


równanie pomiarów

YN = XNa
∗ + ZN

wektor wyj́śc modelu

Y N = XNa
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empiryczne kryterium jakósci

QJ,N(a) =
N[
k=1

{yk − xTk a}2 = (YN −XNa)T (YN −XNa) = nYN −XNan22 = ... — kwadrat normy euklidesowej

... = (Y TN − aTXT
N)(YN −XNa) = Y TN YN − aTXT

NYN − Y TNXNa+ a2XT
NXN → min

a

gradient

∇aQJ,N(a) = −2XT
NYN + 2X

T
NXNa = 0

równanie normalne

XT
NXNa =X

T
NYN

dimXT
NXN = s× s, dimXT

NYN = s× 1, dima = s× 1

• kwestia isnienia rozwiązania
lincolXT

NXN = lincolX
T
N

• kwestia jednoznacznósci rozwiązania
detXT

NXN > 0 (9= 0)
inaczej rankXT

NXN = s (nieosobliwa)

Fakt: rankXT
NXN = rankX

T
N = rankXN .

Warunek jednoznacznósci: rankXN = s

1) N s — dostatecznie dużo pomiarów (warunek konieczny, ale nie wystarczający)
2) ẃsród N pomiarów musi się znaléźc s niezeleżnych liniowo wektorów
Gdy rankXN < s, wtedy rozwiązanie równania normalnego nie jest jednoznaczne.
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• kwestia nazwy równania (normalnóśc-prostopadłóśc)
XT
N(YN −XNa) = 0

XT
N(YN − Y N) = 0, gdzie Y N — wyj́scie modelu o parametrach a

XT
N = [col1x, col2x, ..., colsx]

Y N = a1col1x+ a2col2x+ ...+ ascolsx — liniowa kombinacja wektorów kolumnowych

wniosek : Y N ∈ lincolXT
N

natomiast w ogólnósci : YN /∈ lincolXT
N

col1x

col2x

YN

YN

XT
N(YN − Y N) = 0⇒ (colxi)

T (YN − Y N) = 0 dla każdego i = 1, 2, ..., s
wniosek: wektor różnicy YN − Y N jest prostopadły do każdej z kolumn colxi (rzut prostopadły jest ”najkrótszy”)
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1. Identyfikacja liniowych systemów dynamicznych z czasem dyskretnym

xk + α1xk−1 + ...+ αnxk−n = β0uk + β1uk−1 + ...+ βmuk−m, (1)

gdzie wartósci rzędów n i m są znane.

Po wprowadzeniu operatora q = z−1 przesuwającego wstecz (tzn. qxk = xk−1, q2xk = xk−2 itd.) oraz wielomianów

A(q) = 1 + α1q + α2q
2 + ...+ αnq

n,

B(q) = β0 + β1q + ...+ βmq
m,

równanie (1) upraszcza się do postaci

A(q)xk = B(q)uk → xk =
B(q)

A(q)
uk.

2. Identyfikacja w warunkach bez zakłóceń pomiarowych

θ = (α1,α2, ...,αn,β0,β1, ...,βm)
T

rk = (−xk−1,−xk−2, ...,−xk−n, uk, uk−1, ..., uk−m)T ,

xk = r
T
k θ.

Nieznane parametry zawarte w wektorze θ identyfikuje się na podstawie par pomiarów (uk, xk).

Zapiszmy

RN =


rT1
rT2
:
:
rTN

 , XN =


x1
x2
:
:
xN

 .
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XN = RNθ, (2)

RTNXN = R
T
NRNθ, (θ — niewiadome), (3)

warunek jednoznacznósci rozwiązania

detRTNRN 9= 0

rankRN = dim θ.

warunek konieczny

N ≥ dim θ. (4)

θ = (RTNRN)
−1RTNXN .

3. Identyfikacja w obecnósci zakłóceń pomiarowych

Cel: estymacja wektora parametrów θ = (α1,α2, ...,αn,β0,β1, ...,βm)
T na podstawie pomiarów we—wy {(uk, yk)}Nk=1, gdzie

yk = xk + εk. Do prawdziwego (niedostępnego dla pomiarów) wyj́scia obiektu xk dodają się przypadowe zakłócenia εk

• o zerowej wartósci oczekiwanej Eεk = 0,
• skończonej wariancji varεk <∞,
• niezależne od procesu wej́sciowego uk

Zapisujemy

xk = yk − εk =
B(q)

A(q)
uk / · A(q)
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i otrzymujemy równanie różnicowe o zmiennych y i u

A(q)yk = B(q)uk + zk.

zk = A(q)εk = εk + α1εk−1 + α2εk−2 + ...+ αnεk−n,

zk nie jest szumem białym, gdyż jego autokorelacja dla |τ | ≤ n jest niezerowa
Ezkzk−τ 9= 0.

Po wprowadzeniu rzeczywistego regresora (uogólnionego wektora wej́śc)

φk = (−yk−1,−yk−2, ...,−yk−n, uk, uk−1, ..., uk−m)T

oraz macierzy uogólnionych wej́śc, wektora wyj́śc i zakłóceń

ΦN =


φT1
φT2
:
:

φTN

 , YN =


y1
y2
:
:
yN

 , ZN =


z1
z2
:
:
zN

 ,
równanie pomiarów przyjmuje postác

YN = ΦNθ + ZN ,

gdzie θ jest niewiadomym wektorem stałych parametrów, a ZN — nieznanym zakłóceniem losowym.

YN = ΦNθ — w ogólnósci sprzeczny

estymator metodą najmniejszych kwadratóweθ = (ΦTNΦN)−1ΦTNYN ,
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błąd estymacji

∆ = eθ − θ = (ΦTNΦN)
−1ΦTNYN − θ =

= (ΦTNΦN)
−1ΦTNΦNθ + (Φ

T
NΦN)

−1ΦTNZN − θ =

= (
1

N
ΦTNΦN)

−1 1
N
ΦTNZN .

Ponieważ proces wyj́sciowy jest ergodyczny

1

N
ΦTNZN → Eφkzk = E



−yk−1
:

−yk−n
uk
uk−1
:

uk−m


zk

z prawdopodobieństwem 1, gdy N →∞. Skorelowanie procesu {zk} powoduje, że

Eφkzk =



−Eyk−1zk
:

−Eyk−nzk
0
0
:
0


9= 0

Zwiększanie liczby pomiarów nie doprowadzi nas do prawdziwych wartósci parametrów. W celu pokonania tej trudnósci,
stosuje się techniki oparte na filtracji zakłóceń lub tzw. metodę zmiennych instrumentalnych
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9.
Wersja rekurencyjna algorytmu najmniejszych kwadratów
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wersja off-line (standardowa)

aN = (X
T
NXN)

−1XT
NYN

wersja on-line (rekurencyjna)

aN = f(aN−1, xN , yN) = aN−1 + δ(aN−1, xN , yN)

odwracana macierz (w wersji off-line)

XT
NXN =

N

k=1

xkx
T
k =

N−1

k=1

xkx
T
k + xNx

T
N = X

T
N−1XN−1 + xNx

T
N

oznaczmy

PN = (X
T
NXN)

−1

cov(aN) = PNσ
2
z

możemy zapisác

aN = PNX
T
NYN

aN−1 = PN−1XT
N−1YN−1

PN = P−1N−1 + xNx
T
N
−1
, gdzie P−1N−1 = X

T
N−1XN−1

Lemat 1 (o odwracaniu macierzy)

A+ uuT
−1
= A−1 − 1

1 + uTA−1u
A−1uuTA−1
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Przyjmując A = P−1N−1 i u = xN otrzymujemy

PN = PN−1 − 1

1 + xTNPN−1xN
PN−1xNxTNPN−1 = PN−1 − κNPN−1xNxTNPN−1

gdzie κN =
1

1 + xTNPN−1xN

aN = PN−1 − κNPN−1xNxTNPN−1 XT
N−1YN−1 + xNyN =

= PN−1XT
N−1YN−1 + PN−1xNyN − [κNPN−1xN ](xTNPN−1XT

N−1YN−1 − xTNPN−1xNyN) =
= aN−1 + [κNPN−1xN ]{ 1κN yN − x

T
NaN−1 − xTNPN−1xNyN}

wstawiając

1

κN
= 1 + xTNPN−1xN

otrzymujemy

{...} = yN + xTNPN−1xNyN − xTNaN−1 − xTNPN−1xNyN = yN − xTNaN−1
wniosek

aN = aN−1 + κNPN−1xN(yN − xTNaN−1) (1)

PN = PN−1 − κNPN−1xNxTNPN−1 / · xN

PNxN = PN−1xN − κNPN−1xNxTNPN−1xN = κNPN−1xN{
1

κN
− xTNPN−1xN}

{...} = 1

PNxN = κNPN−1xN
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wstawiamy do (1)

aN = aN−1 + PNxN(yN − xTNaN−1)
PN = PN−1 − PN−1xNx

T
NPN−1

1 + xTNPN−1xN

warunki początkowe

a0 = 0, P0 = diag[103 ÷ 105]

zaleta: algorytm pracuje bez odwracania macierzy
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