1. Przedmiot identyfikacji

System
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y = F'(x,2)=F(x,2,a"), gdzlex = | ° — mierzone, a* = | 2 | — zestaw wspélezynnikéw konkretyzujgcych F()
(s) *
x a

F() — znane, a* — nieznane

informacja aprioryczna
F* € {F(x,z,a);a€ R’}
istnieje dokladnie jedno a*, takie ze F*(x, z) = F(x, z,a*) dla kazdej pary (x, z) (identyfikowalno$¢)

informacja pomiarowa
{xk, yk}?]cvzl
cel
znalez¢ przepis V() (algorytm identyfikacji)
U (inf . aprioryczna, inf. pomiarowa) = ay ~ a*

‘)



zalozenia o zakléceniach
jest addytywne, tj. y = F(x,a") + z
{2} — ciag i.i.d.
Ez =0
varz < 00

z,X — niezalezne

natura procesow
z — losowe, x — deterministyczne lub losowe, y —losowe, ay —losowe

wlasnoSci ay
— praktyczne: wartoéci Eay[i] i varay|i]

— asymptotyczne: fakt i typ zbieznosci ay — a*

2. Metoda najmniejszych kwadratéw (Gauss 1809)

wskaznik teoretyczny oceniajacy jako$¢ dopasowania
Qs(a) = E{y — F(x, a)}2 — min

Qs(a) = E{F(x,a") + 2z — F(x,a)}* = E{[F(x,a") — F(x,a)]* + 2[F(x,a") — F(x,a)]z + 2°} =
= E{F(x,a") — F(x,a)}* +varz
konkluzja
a’ = arg main Qs(a)

w praktyce nie jest mozliwe obliczenie @ j(a) (brak znajomos$ci odpowiednich rozkltadéw), proponuje sie estymacje wartosci
oczekiwanej za pomocg wartosci Sredniej

a

N
@J,N(a) = %Z{yk — F(xg, a)}2 — min
=1
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uéredniane sktadniki {y, — F'(x;,a)}? tworzg cigg i.i.d., zatem na podstawie MPWL
Qux(a) ™ Qs(a), gdy N — oo
pytanie: czy prawdziwe jest nastepujace wnioskowanie
@\J,N(a) 3 Qj(a) = arg main Q\J,N(a) 2l arg main Qs(a)
odpowiedz: tylko wtedy, gdy

sup(Qv(a) — Q(a)) 2 0

a

3. Liniowy system statyczny MIMO

y = alx+z=xla"+z

ye = xia*+ 2z, k=1,2,...N

opis macierzowo—wektorowy

[ 1 2 s) ]
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X}y xg\lf) xg\gf) : xg\sf) | YN

réwnanie pomiarow

wektor wyjs¢ modelu



empiryczne kryterium jakosci

Qn(a) = iv:{yk —xta}? = (Yy — Xya)T(Yy — Xya) = | Yy — Xyal|5 = ... — kwadrat normy euklidesowe;
— g%—a?&QQw—xww=J§mw—£k§nv—namm+a%qmw—ﬂﬁn
gradient
VaQjn(a) = —2X Yy 4+ 2X  Xya =0
réwnanie normalne
X Xya=XLYy
dim XTI Xy = s x s, dim XLYy =s x 1, dima=s x 1
e kwestia isnienia rozwigzania

lincol X4 Xy = lincol X3,

e kwestia jednoznaczno$ci rozwigzania

det XXy > 0 (#£0)
inaczej rankX%L Xy = s (nieosobliwa)

Fakt: rank X1 Xy = rank X% = rankXy.
Warunek jednoznaczno$ci: rankXy = s

1) N > s — dostatecznie duzo pomiaréw (warunek konieczny, ale nie wystarczajacy)
2) wéréd N pomiaréw musi si¢ znalezé s niezeleznych liniowo wektoréw
Gdy rankXy < s, wtedy rozwigzanie réwnania normalnego nie jest jednoznaczne.



e kwestia nazwy réwnania (normalno$é-prostopadto$e)

XL(Yy —Xya) = 0

X+(Yy —Yy) = 0, gdzie Yy — wyjécie modelu o parametrach a
XI = [colyx, colyz, ..., col yx]
YN = ajcoliz + ascolyx + ... + ascolsx — liniowa kombinacja wektoréw kolumnowych
wniosek : Yy € lincol X%
natomiast w ogélnoéci : Yy ¢ lincol X%
YN
col1x
YN
col2x

X5E(Yy —Yy) =0= (col,i)' (Yy — Yy) = 0 dla kazdego i = 1,2, ..., s

wniosek: wektor réznicy Yy — Y y jest prostopadly do kazdej z kolumn col,i (rzut prostopadly jest "najkrétszy”)



1. Identyfikacja liniowych systeméw dynamicznych z czasem dyskretnym

T+ onTi—1 + ... + Ty = Bour + Brur—1 + ... + B, %k—m,

gdzie wartoSci rzedéw n i m sa znane.

Po wprowadzeniu operatora q = z~! przesuwajgcego wstecz (tzn. qry = 2,1, ¢°T) = x)_9 itd.) oraz wielomianéw

Alg) = 1+ oq+ asg® + ... + anq”,
B(q) = Bo+Big+ ...+ Bnd™,

réwnanie (1) upraszcza sie do postaci

B(q)

A(q)zr = B(q)ug — T = Aq) U

2. Identyfikacja w warunkach bez zaklécen pomiarowych

T

0 = (()417052) "'7an7603617 "'75771)
_ T
Ty = (—Sl?kfl, TLf—2y ooy T L, Uk, Uk—1, ---,kam) 3

T, =110,

Nieznane parametry zawarte w wektorze 6 identyfikuje sie na podstawie par pomiaréw (uy, xy).

Zapiszmy
[l ] [z ]
Tg i)
RN pr— 5 XN pr—
| Ty | 2x



Ry Xy = RYRxO, (6 — niewiadome), (3)
warunek jednoznaczno$ci rozwigzania

det RN Ry # 0

rank Ry = dim 6.
warunek konieczny

N > dim#6. (4)
0 = (RLRN)'RY Xy,

3. Identyfikacja w obecnosci zaklécen pomiarowych

Cel: estymacja wektora parametréw 0 = (ay, g, ..., &, By, By, -y Bpn)! na podstawie pomiaréw we—wy {(ug, yr) }o_,, gdzie
Y = x) + €. Do prawdziwego (niedostepnego dla pomiaréw) wyjsécia obiektu xj dodaja sie przypadowe zaklécenia e,

e 0 zerowej wartoSci oczekiwanej Eej, = 0,
e skonczonej wariancji vare;, < oo,

e niezalezne od procesu wejSciowego uy

Zapisujemy

B(q)
fl?k:yk—é‘kzmuk /- Alq)



i otrzymujemy réwnanie réznicowe o zmiennych y i u

A(Q)yr = B(q)ur + 2.

2z = A(Q)er = e + a1€p—1 + Q€2 + ... + ApEE_n,
21, nie jest szumem biatym, gdyz jego autokorelacja dla |7| < n jest niezerowa
Ezkzka 75 0.

Po wprowadzeniu rzeczywistego regresora (uogélnionego wektora wejsc)

T
Or = (—Yk—1s —Yk—25 -y —Yk—ns Uy Uk—1, -y Uk—m)

oraz macierzy uogdélnionych wejs¢, wektora wyjsc i zakiécen

Ka N BN
¢y Y2 2
(I)N = . , YN = . y ZN = . y
| o L YN | 2N
réwnanie pomiaréw przyjmuje postac
Yy = ®n0 + Zy,

gdzie 6 jest niewiadomym wektorem statych parametréw, a Zy — nieznanym zakiéceniem losowym.
Yy = ®n0 — w ogblnosci sprzeczny
estymator metoda najmniejszych kwadratéow

0= (@Ldy) LYy,



blad estymacji

A =0-—0= (c1> dy) 'dLYy — 0 =
= ( ]j\; ) N(I)NH + (@%@N)ilq)]j\;ZN — 0=
1
( D) 1N‘D%ZN :
Poniewaz proces wyjsciowy jest ergodyczny
[ “Yk—-1 |

1 —Yk—n

N@TVZN —Eqpu=E| w |z
Ug—1
Uf—m

z prawdopodobienstwem 1, gdy N — oo. Skorelowanie procesu {z;} powoduje, ze
—Eyi-12;
_Eyk—nzk

E¢, 2, = 0 £0

0

0

Zwigkszanie liczby pomiaréw nie doprowadzi nas do prawdziwych wartosci parametréw. W celu pokonania tej trudnoSci
stosuje sie techniki oparte na filtracji zakltécen lub tzw. metode zmiennych instrumentalnych



9.
Wersja rekurencyjna algorytmu najmniejszych kwadratow



wersja off-line (standardowa)
ay = (X5 Xn) ' X4 Yy
wersja on-line (rekurencyjna)

ay = flay-1,2zn,yn) = an—1 + 6(an—_1,ZN,YN)

odwracana macierz (w wersji off-line)

N N-1
T T T T T T
XyXN = g TpT) = g T, +FrNTy = Xy 1 XN-1 + TNTy
k=1 k=1

0zZnaczimy

Py = (XyXy) ™

cov(ay) = Pyo?
mozemy zapisac

ay = PvXiYy

T
an—1 = Py Xy_1Yna

_ -1 o
Py = (Pyl +anzl) , gdzie Pyl = X§ 1 Xna
Lemat 1 (o odwracaniu macierzy)

A luu’ A1

1+ uTA Iy



Przyjmujac A = Pzgll i u = xy otrzymujemy

gdzie sy =

anN —

wstawiajac

otrzymujemy

wniosek

1

B 1+ I%PN_LTN
1

1+ 2l Pyv oy

T T
Py = Py Py_1xyryPn-1 = Py_1 — 2nPn_izyeyPr-1

(Py—1— senPy_iznayPyo) (Xy_ Yn-1 + onyn) =

Py 1 Xy Y1+ Py oaayyn — pexPyoaay](anPy1 Xy Yvo1 — 2y Py 1znyy) =

1
aN-1+ [%NPN—lxN]{%—NyN - I%CLN—l - I%PN—lxNyN}

T
— =1+ayPy_1xn
7N

T T T T
{..}=ynv+oyPrvoaznyy — Tyan—1 — Ty Pno1ZNyy = ynv — Tyan—1

T
ay = an_1+ »nvPyv_1zn(yy — Tyan_1) (1)
T
Py = Py_1—»xnyPyixyxyPyv_1 /-y
T T
Pyry = Pnoizny — nPvoxyryPyo1oy = %NPN—lxN{%— —oyPyoizn}
N

() =1

Pyxy = »xnyPynoizn



wstawiamy do (1)

T
ay = an—1+ Pyvey(yny — xyan—1)

Py 133N332P
NiN-1
Py = Py.1—

warunki poczatkowe
ag = 0, Py = diag[10® + 10°]

zaleta: algorytm pracuje bez odwracania macierzy





