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Optymalizacja statyczna funkgji

Funkcja celu/kryterialna/kosztéw

Q(x) — min
X
x* = argmin Q(x)
X
Ograniczenie
x e X, gdzie X — zbidr rozwigzah dopuszczalnych

Cel
Znalez¢ takie x* € X, ze dla kazdego x € X zachodzi

Q(x") < Q(x)
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Pojecie funkcjonatu

uogdlnienie pojecia funkcji
mapowanie przypisujace funkcji x(t) liczbe @

x(t) — Q

Przyktady

Q = max |x()], 0= [ (ta

ter
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Optymalizacja dynamiczna

Chodzi o znalezienie takiej funkcji x*(t) ze zbioru dopuszczalnego
X, ze dla kazdej funkgji x(t) € X zachodzi

Q{x" (1)} < @{x(t)}



Sterowanie optymalne
[ 1]

Sformutowanie problemu

Zadanie sterowania optymalnego obiektem nieliniowym

x'(t) = f(x(t), u(t),t), t € [to, ty]
zminimalizowa¢ wskaznik jakosci (koszt sterowania)

t

G (x,u) = /t g (x(t),u(t),t)dt, g (x(t),u(t), t) — koszt chwilowy

0

przy danym stanie poczatkowym xp i kohcowym xg, tj
x (ty) = xo i x(tk) = xk
i ograniczen natozonych na proces sterujacy
u(t) e U, U — zbiér sterowan dopuszczalnych

Problem jest nieskonczenie wymiarowy !!!
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Przyktadowe kryteria

@ sterowanie minimalnoczasowe

g(x(t),u(t) 1) = 1
G(x,u) = tkldt:tk—to

to

@ sterowanie minimalnoenergetyczne
g (x(t),u(t),t) = (1)
t
G(x,u) = /ku2(t)dt

to

@ catka z kwadratu stanu i sterowania
ty
G(x,u) = / <XTQx—|— uTRu) dt
to

@ problem ze swobodnym stanem kohcowym

G = F(x(tk))
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Rachunek wariacyjny

Minimum lokalne funkcji (przypomnienie)

Funkcja Q(x) ma w punkcie x* minimum lokalne jesli istnieje takie
e > 0 (dowolnie mate otoczenie), ze

= x| < e = Qx) = Q(x")
Jesli funkcja Q(x) jest rézniczkowalna to
Q'(x*) =0.

Whioskowanie w drugg strone jest nieprawdziwe !!!
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Rachunek wariacyjny

Pojecie otoczenia w przestrzeni krzywych

Zdefiniujmy norme funkgji

Ix(B) = max |x(£)] + max |x(t)]
teto, ty] t€(to, ty]

Funkcjonat Q {x(t)} osigga lokalne minimum na krzywej x*(t)
jesli istnieje takie € > 0 (otoczenie w przestrzeni krzywych), ze

Ix(8) =x*()[| <e = Q{x(t)} = R{x"(1)}
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Rachunek wariacyjny

Réwnanie Eulera-Lagrange'a

Jezeli funkcjonat (funkcja kosztéw)
G{x(t)} = ft’;kg (x(t), x'(t), t) dt ma minimum lokalne na
krzywej x*(t), to spetnione jest na niej réwnanie Eulera-Lagrange’a
~ d_
gx(t) = ngl(t), dla t € [to, t«]
t
gdzie
B(t) = S (x(6).X(0).1) 1 Bolt) = —=F (x(1).x'(e). 1)
x ' ' X ox’ ' '

Jest to warunek konieczny, niewystarczajgcy !!!
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Mnozniki Lagrange'a

Jezeli funkcja f(x) : R" — R (tzn. x jest wielowymiarowe) ma
ekstremum warunkowe w punkcie x*, przy warunku G(x) =0,
gdzie G(x) : R" — R™, to w punkcie x = x* spefoniny jest uktad

réwnan { Fx) = Ao G
G(x)=0

gdzie
A=A A Am) T

A1, Ao, ..., Am — tzw. mnozniki Lagrangea
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Mnozniki Lagrange'a

Metoda mnoznikéw Lagrange'a — technika pozwalajgca na
sprowadzenie zadania optymalizacji z ograniczeniami do zadania
bez ograniczeh

Przyktad. Zminimalizowa¢ funkcje

flx,y) =x+y
przy ograniczeniu, ze punkt (x, y) lezy na okregu jednostkowym, tj.
X2y =1,

czyli
G(x,y) =0, gdzie G(X,y):X2+y2—1
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Mnozniki Lagrange'a

Tworzy sie funkcje
Flx,y) = f(x,y) +AG(x,y)

Mozna pokazaé, ze warunkiem koniecznym istnienia ekstremum w
punkcie (x,y) jest
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Mnozniki Lagrange'a

W naszym przykfadzie

1+2Ax =0
1+2Ay =0
xX+y?-1=0

co prowadzi do rozwigzania x =y, 2x2 =1, a zatem

V2 V2

X:y:7' |ubx:y:—7

Mozna zastosowa¢ tw. Weierstrassa, bo okrag jest zwarty
(domknigty i ograniczony)



asada maksimum

Zasada maksimum Pontryagina, funkcja Hamiltona

X'(t) = f(x(t),u(t),t), t € [to, t]

t
G(xu) = /kg(x(t),u(t),t) dt
to
Funkcja Hamiltona (hamiltonian)

H(A(t).x(t), u(t), 1) £ —g (x(t), u(t), ) + (A(t), f (x(t), u(t), 1))

gdzie

(A(), £ (x(2), u(t), 1)) = AT(O)F (x(1), u(t), 1)
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Zasada maksimum Pontryagina, warunek konieczny

optymalnosci

Jezeli (x*, u*) jest optymalnym procesem sterowania, to sterowanie
u* maksymalizuje hamiltonian problemu tj.

H (A (t), x*(t), u*(t), t) = max H (A*(t), x*(t), u(t), t)

uel

gdzie A*(t) (tzw. funkcja sprzgzona) spetnia liniowe réwnanie
rézniczkowe (tzw. sprzezone)

A (1) = =6 (x*(2), u™(t), £) + g/ (X" (1), u"(2), 1)
z warunkiem kohcowym

A*(tk) = 0.
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/Zasada Bellmana

Poszukiwanie trajektorii optymalnej
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/Zasada Bellmana

Jezeli optymalng trajektorig z punktu A do punktu D jest
trajektoria

A— B— C— D,

to optymalng trajektorig z punktu B do punktu D jest trajektoria
B— C—D.

(tzn. kohcowka trajektorii optymalnej jest optymalna sama w
sobie, strategia optymalna nie zalezy od historii procesu)
Dowdd - nie wprost, oczywisty.
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Zasada Bellmana

Funkcja Bellmana

S(x(),8) 2 min ]/ttkg(x(r),u(r),l') dr,

teU|t,tx

przy warunku x(tx) = xk

Funkcja S (x(t), t) okre$la jaki jest najmniejszy mozliwy koszt
dotarcia do stanu koficowego x, w chwili ty, jezeli w chwili t
obiekt znajduje sie w stanie x(t).
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Zasada Bellmana

Réwnanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana HJB

t+At
S(x(t),t) = terl?[itr'ltk] </t g (x(1),u(t), T)dT+ S (x(t +At), t+A

po rozwinieciu funkcji S (x(t + At), t + At) w szereg Taylora
wzgledem punktu S (x(t), t) i przejsciu At — 0 otrzymuje sie
rownianie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana

=5t (x(t).£) = min (gx(t), u(t). t) + 5 (x(2). 1) F(x(1). u(2). 1))
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Zasada Bellmana

Programowanie dynamiczne (metoda postgpowania)

@ Minimalizujemy prawg strone réwnania HJB traktujac x,
Sx(x, t) i t jako parametry, uzyskujemy

u(x, Sc(x,t),t).

@ Wstawiamy u (x, Sx(x, t), t) do réwnania HJB.

© Rozwigzujemy je przy warunku granicznym

S (X, tk) =0.



Regulator liniowo kwadratowy (LQR)

x'(t) = Ax(t) + Bu(t)

kwadratowa funkcja kosztéw

_ T BT T
G = x (tk)F(tk)x(tk)—I—/ (X7 @x+uRu) dt
to

koszt stanu kohcowego



LQR — optymalne sterowanie

Zastosowac sprzezenie zwrotne od stanu

u(t) = —Kx(t),

gdzie
K=R1B"P(1),

za$ P(t) jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowego Riccatiego
ATP(t)+ P(t)A— P(t)BR'BTP(t) + Q = —P'(1),
z warunkiem brzegowym

P(tk) = F(tk).

@ rozwigzanie wyznaczone analitycznie

o ukfad odporny na zakiécenia
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