
1. Przedmiot identyfikacji

System

( 1 )x
( 2 )x

( )sx

y*a

z

y = F ∗(x, z) = F (x, z,a∗), gdzie x =


x(1)

x(2)

:
x(s)

 — mierzone, a∗ =


a∗1
a∗2
:
a∗s

 — zestaw współczynników konkretyzujących F ()

F () — znane, a∗ — nieznane

informacja aprioryczna

F ∗ ∈ {F (x, z,a); a ∈ Rs}
istnieje dokładnie jedno a∗, takie że F ∗(x, z) = F (x, z,a∗) dla każdej pary (x, z) (identyfikowalnóśc)
informacja pomiarowa

{xk, yk}Nk=1
cel

znaléźc przepis Ψ() (algorytm identyfikacji)

Ψ(inf . aprioryczna, inf. pomiarowa) = aN ∼ a∗
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założenia o zakłóceniach

jest addytywne, tj. y = F (x,a∗) + z
{zk}Nk=1 — ciąg i.i.d.

Ez = 0

varz < ∞
z,x — niezależne

natura procesów

z — losowe, x — deterministyczne lub losowe, y —losowe, aN —losowe

własnósci aN
— praktyczne: wartósci EaN [i] i varaN [i]

— asymptotyczne: fakt i typ zbieżnósci aN → a∗

2. Metoda najmniejszych kwadratów (Gauss 1809)

wskáznik teoretyczny oceniający jakóśc dopasowania

QJ(a) = E{y − F (x,a)}2 → min
a

QJ(a) = E{F (x,a∗) + z − F (x,a)}2 = E{[F (x,a∗)− F (x,a)]2 + 2[F (x,a∗)− F (x,a)]z + z2} =
= E{F (x,a∗)− F (x,a)}2 + varz

konkluzja

a∗ = argmin
a
QJ(a)

w praktyce nie jest możliwe obliczenie QJ(a) (brak znajomósci odpowiednich rozkładów), proponuje się estymację wartósci
oczekiwanej za pomocą wartósci średniej

eQJ,N(a) = 1

N

N[
k=1

{yk − F (xk,a)}2 → min
a
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úsredniane składniki {yk − F (xk,a)}2 tworzą ciąg i.i.d., zatem na podstawie MPWL

eQJ,N(a) p.1→ QJ(a), gdy N →∞
pytanie: czy prawdziwe jest następujące wnioskowanie

eQJ,N(a) p.1→ QJ(a) =⇒ argmin
a
eQJ,N(a) p.1→ argmin

a
QJ(a)

odpowied́z: tylko wtedy, gdy

sup
a
( eQJ,N(a)−QJ(a)) p.1→ 0

3. Liniowy system statyczny MIMO

y = a∗Tx+ z = xTa∗ + z
yk = xTk a

∗ + zk, k = 1, 2, ..., N

opis macierzowo—wektorowy

XN =


xT1
xT2
:
xTN

 =

x
(1)
1 x

(2)
1 .. x

(s)
1

x
(1)
2 x

(2)
2 .. x

(s)
2

.. .. .. ..

x
(1)
N x

(2)
N .. x

(s)
N

 , YN =


y1
y2
:
yN

 , ZN =


z1
z2
:
zN


równanie pomiarów

YN = XNa
∗ + ZN

wektor wyj́śc modelu

Y N = XNa
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empiryczne kryterium jakósci

QJ,N(a) =
N[
k=1

{yk − xTk a}2 = (YN −XNa)T (YN −XNa) = nYN −XNan22 = ... — kwadrat normy euklidesowej

... = (Y TN − aTXT
N)(YN −XNa) = Y TN YN − aTXT

NYN − Y TNXNa+ a2XT
NXN → min

a

gradient

∇aQJ,N(a) = −2XT
NYN + 2X

T
NXNa = 0

równanie normalne

XT
NXNa =X

T
NYN

dimXT
NXN = s× s, dimXT

NYN = s× 1, dima = s× 1

• kwestia isnienia rozwiązania
lincolXT

NXN = lincolX
T
N

• kwestia jednoznacznósci rozwiązania
detXT

NXN > 0 (9= 0)
inaczej rankXT

NXN = s (nieosobliwa)

Fakt: rankXT
NXN = rankX

T
N = rankXN .

Warunek jednoznacznósci: rankXN = s

1) N s — dostatecznie dużo pomiarów (warunek konieczny, ale nie wystarczający)
2) ẃsród N pomiarów musi się znaléźc s niezeleżnych liniowo wektorów
Gdy rankXN < s, wtedy rozwiązanie równania normalnego nie jest jednoznaczne.
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• kwestia nazwy równania (normalnóśc-prostopadłóśc)
XT
N(YN −XNa) = 0

XT
N(YN − Y N) = 0, gdzie Y N — wyj́scie modelu o parametrach a

XT
N = [col1x, col2x, ..., colsx]

Y N = a1col1x+ a2col2x+ ...+ ascolsx — liniowa kombinacja wektorów kolumnowych

wniosek : Y N ∈ lincolXT
N

natomiast w ogólnósci : YN /∈ lincolXT
N

col1x

col2x

YN

YN

XT
N(YN − Y N) = 0⇒ (colxi)

T (YN − Y N) = 0 dla każdego i = 1, 2, ..., s
wniosek: wektor różnicy YN − Y N jest prostopadły do każdej z kolumn colxi (rzut prostopadły jest ”najkrótszy”)
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4. Własnósci asymptotyczne estymatora NK — wej́scie losowe

aN =
�
XT
NXN

�−1
XT
NYN

{x(i)k }, {zk} — dwa niezależne od siebie ciągi losowe typu i.i.d., Ezk = 0

y = xTa∗ + z
xy = xxTa∗ + xz
Exy = (ExxT )a∗ +Exz

prawdziwe a∗ = (ExxT )−1Exy, macierz ExxT musi býc nieosobliwa (wymaganie dot. rozkładów)

korzystając z alternatywnych postaci

XT
NXN =

N[
k=1

xkx
T
k , XT

NYN =
N[
k=1

xkyk (wyprowadzíc!)

estymator NK można zapisác następująco

aN =

#
1

N

N[
k=1

xkx
T
k

$−1#
1

N

N[
k=1

xkyk

$
elementy {xkxTk } są ciągami typu i.i.d. (stac.)
Exkx

T
k = Exx

T — dla każdego k = 1, 2, ..., N

wniosek

1

N

N[
k=1

xkx
T
k
p.1→ ExxT , gdy N →∞

a ponieważ odwracanie macierzy jest operacją ciągłą, to#
1

N

N[
k=1

xkx
T
k

$−1
p.1→ �

ExxT
�−1

, gdy N →∞ (1)
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elementy {xkyk} są ciągami typu i.i.d. (stac.)
Exkyk = Exy — dla każdego k = 1, 2, ..., N

wniosek

1

N

N[
k=1

xkyk
p.1→ Exy, gdy N →∞ (2)

zatem na podstawie (1) i (2)

aN
p.1→ a∗, gdy N →∞

Przy losowym pobudzeniu i powziętych założeniach, aN jest estymatorem mocno zgodnym parametrów a∗
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5. Własnósci asymptotyczne estymatora NK — wej́scie deterministyczne

aN =
�
XT
NXN

�−1
XT
NYN =

�
XT
NXN

�−1
XT
N(XNa

∗ + ZN) = a∗ +
�
1

N
XT
NXN

�−1�
1

N
XT
NZN

�
=

= a∗ +

#
1

N

N[
k=1

xkx
T
k

$−1#
1

N

N[
k=1

xkzk

$

1) czynnik
�
1
N

SN
k=1 xkx

T
k

�−1
jest czysto deterministyczny

2) {xkzk} — niezależne (nie muszą býc typu i.i.d.)
3) Exkzk = xkEzk = 0, dla każdego k

4) dodatkowy warunek dotyczący deterministycznego wej́scia (patrz II wersja MPWL)

varx
(i)
k zk = [x

(i)
k ]

2varzk = [x
(i)
k ]

2σ2z <∞
Jeżeli dodatkowo

σ2z

N[
k=1

[x
(i)
k ]

2

k2
<∞, dla każdego i = 1, 2, ..., s

to

1

N

N[
k=1

xkzk
p.1→ 0, gdy N →∞

Przykład ograniczonego wej́scia deterministycznego ���x(i)��� di

tj.

x ∈ [−d1, d1]× [−d2, d2]× ...× [−ds, ds] — wielowymiarowy przedział

9



6. Własnósci estymatora NK dla N <∞
analiza obciążenie

oznaczając LN =
�
XT
NXN

�−1
XT
N otrzymujemy aN = LNYN (estymator liniowy)

aN = LNYN = LN(XNa
∗ + ZN) = a∗ + LNZN

EaN = a∗ +E {LN}E {ZN} = a∗

wniosek: aN jest nieobciążony zarówno dla wej́scia losowego, jak i deterministycznego

analiza macierzy kowariancji

cov(aN) = E
�
(aN − a∗)(aN − a∗)T

�
aN − a∗ = LNZN

cov(aN) = E
�
LNZNZ

T
NL

T
N

�
= LN

�
EZNZ

T
N

�
LTN

struktura macierzy kowariancji zakłóceń EZNZTN jest następująca

EZNZ
T
N =


Ez21 Ez1z2 .. Ez1zN
Ez2z1 Ez22 .. :
: : : :
EzNz1 .. .. Ez2N

 = σ2zI

zatem

cov(aN) = σ2zLNL
T
N

postác macierzy LNLTN

LNL
T
N =

�
XT
NXN

�−1
XT
NXN

�
XT
NXN

�−1
=
�
XT
NXN

�−1
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wniosek

cov(aN) = σ2z
�
XT
NXN

�−1
planowanie ortogonalne
gdy XT

NXN jest macierzą diagonalną (eksperyment czynny — wej́scie deterministyczne)

6.1. Optumalnóśc aN w klasie estymatorów LUE

klasa LUE

{αN : αN =MNYN , EαN = a
∗, MN — deterministyczna}

wartóśc oczekiwana

EαN = EMNYN = EMNXNa
∗ +EMNZN wniosek: MNXN = I

macierz kowariancji

cov(αN) = E
�
MNZNZ

T
NM

T
N

�
=MN

�
EZNZ

T
N

�
MT
N

cov(αN) = σ2zMNM
T
N

pokażemy, że

cov(aN) cov(αN)

co oznacza znak w odniesieniu do macierzy?

Definicja 1 Macierz A ∈ Rn,n jest nieujemnie okréslona (zapisujemy A 0), jésli dla każdego wektora w = Rn zachodzi

wTAw 0

Twierdzenie 1 Macierz postaci AAT jest zawsze nieujemenie okréslona.
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podstawmy A =MN − LN

(MN − LN)(MN − LN)T = (MN − LN)(MT
N − LTN) =MNM

T
N −MNL

T
N − LNMT

N + LNL
T
N = (∗ ∗ ∗)

spostrzeżenia

MNL
T
N = MNXN

�
XT
NXN

�−1
= I

�
XT
NXN

�−1
=
�
XT
NXN

�−1
= LNL

T
N

LNM
T
N = (MNL

T
N)

T = LNL
T
N

zatem

(∗ ∗ ∗) =MNM
T
N − LNLTN

zás na podstawie Twierdzenia

MNM
T
N − LNLTN 0 / · σ2z

cov(αN)− cov(aN) 0
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