1. Przedmiot identyfikacji
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y = F'(x,2)=F(x,2,a"), gdzlex = | ° — mierzone, a* = | 2 | — zestaw wspélezynnikéw konkretyzujgcych F()
(s) *
x a

F() — znane, a* — nieznane

informacja aprioryczna
F* € {F(x,z,a);a€ R’}
istnieje dokladnie jedno a*, takie ze F*(x, z) = F(x, z,a*) dla kazdej pary (x, z) (identyfikowalno$¢)

informacja pomiarowa
{xk, yk}?]cvzl
cel
znalez¢ przepis V() (algorytm identyfikacji)
U (inf . aprioryczna, inf. pomiarowa) = ay ~ a*
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zalozenia o zakléceniach
jest addytywne, tj. y = F(x,a") + z
{2} — ciag i.i.d.
Ez =0
varz < 00

z,X — niezalezne

natura procesow
z — losowe, x — deterministyczne lub losowe, y —losowe, ay —losowe

wlasnoSci ay
— praktyczne: wartoéci Eay[i] i varay|i]

— asymptotyczne: fakt i typ zbieznosci ay — a*

2. Metoda najmniejszych kwadratéw (Gauss 1809)

wskaznik teoretyczny oceniajacy jako$¢ dopasowania
Qs(a) = E{y — F(x, a)}2 — min

Qs(a) = E{F(x,a") + 2z — F(x,a)}* = E{[F(x,a") — F(x,a)]* + 2[F(x,a") — F(x,a)]z + 2°} =
= E{F(x,a") — F(x,a)}* +varz
konkluzja
a’ = arg main Qs(a)

w praktyce nie jest mozliwe obliczenie @ j(a) (brak znajomos$ci odpowiednich rozkltadéw), proponuje sie estymacje wartosci
oczekiwanej za pomocg wartosci Sredniej

a

N
@J,N(a) = %Z{yk — F(xg, a)}2 — min
=1
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uéredniane sktadniki {y, — F'(x;,a)}? tworzg cigg i.i.d., zatem na podstawie MPWL
Qux(a) ™ Qs(a), gdy N — oo
pytanie: czy prawdziwe jest nastepujace wnioskowanie
@\J,N(a) 3 Qj(a) = arg main Q\J,N(a) 2l arg main Qs(a)
odpowiedz: tylko wtedy, gdy

sup(Qv(a) — Q(a)) 2 0

a

3. Liniowy system statyczny MIMO

y = alx+z=xla"+z

ye = xia*+ 2z, k=1,2,...N

opis macierzowo—wektorowy
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X}y xg\lf) xg\gf) : xg\sf) | YN

réwnanie pomiarow

wektor wyjs¢ modelu



empiryczne kryterium jakosci

Qn(a) = iv:{yk —xta}? = (Yy — Xya)T(Yy — Xya) = | Yy — Xyal|5 = ... — kwadrat normy euklidesowe;
— g%—a?&QQw—xww=J§mw—£k§nv—namm+a%qmw—ﬂﬁn
gradient
VaQjn(a) = —2X Yy 4+ 2X  Xya =0
réwnanie normalne
X Xya=XLYy
dim XTI Xy = s x s, dim XLYy =s x 1, dima=s x 1
e kwestia isnienia rozwigzania

lincol X4 Xy = lincol X3,

e kwestia jednoznaczno$ci rozwigzania

det XXy > 0 (#£0)
inaczej rankX%L Xy = s (nieosobliwa)

Fakt: rank X1 Xy = rank X% = rankXy.
Warunek jednoznaczno$ci: rankXy = s

1) N > s — dostatecznie duzo pomiaréw (warunek konieczny, ale nie wystarczajacy)
2) wéréd N pomiaréw musi si¢ znalezé s niezeleznych liniowo wektoréw
Gdy rankXy < s, wtedy rozwigzanie réwnania normalnego nie jest jednoznaczne.



e kwestia nazwy réwnania (normalno$é-prostopadto$e)

XL(Yy —Xya) = 0

X+(Yy —Yy) = 0, gdzie Yy — wyjécie modelu o parametrach a
XI = [colyx, colyz, ..., col yx]
YN = ajcoliz + ascolyx + ... + ascolsx — liniowa kombinacja wektoréw kolumnowych
wniosek : Yy € lincol X%
natomiast w ogélnoéci : Yy ¢ lincol X%
YN
col1x
YN
col2x

X5E(Yy —Yy) =0= (col,i)' (Yy — Yy) = 0 dla kazdego i = 1,2, ..., s

wniosek: wektor réznicy Yy — Y y jest prostopadly do kazdej z kolumn col,i (rzut prostopadly jest "najkrétszy”)



4. WilasnoSci asymptotyczne estymatora NK — wejScie losowe

ay = (XExy) " XLy

{a:g)}, {21} — dwa niezalezne od siebie ciagi losowe typu i.i.d., Ez, =0

y = x'a"+z
xy = xxla‘+xz
Exy = (Exx')a*+ Exz
prawdziwe a* = (Exx!) 'Exy, macierz Exx! musi by¢ nieosobliwa (wymaganie dot. rozkladéw)

korzystajac z alternatywnych postaci

N N
XiXy = Zxkxg, Xiyy = Zxkyk (wyprowadzic!)
k=1 k=1
estymator NK mozna zapisa¢ nastepujaco

1 o RARE
ay = (ﬁ Z kaf) (N Z Xkyk)
k=1 k=1
elementy {x;x!} sa ciagami typu i.i.d. (stac.)

Ex;xl = Exx! — dla kazdego k =1,2,.... N

wniosek
1 — 1
T P T
NZxkxk — Exx’, gdy N — o0
k=1
a poniewaz odwracanie macierzy jest operacja ciagla, to

N -1
(% ZXkXiF) p_1> (FJXXT)_1 , gdy N — o0
k=1
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elementy {x,y;} sa ciagami typu i.i.d. (stac.)
Exiyr = Exy — dla kazdego £ =1,2,.... N

wniosek

N
1 1
= D Xy > Exy, gdy N — oo
k=1
zatem na podstawie (1) i (2)

aNp—'1>a*,gdyN—>oo

Przy losowym pobudzeniu i powzigtych zalozeniach, ay jest estymatorem mocno zgodnym parametrow a*



5. WilasnoSci asymptotyczne estymatora NK — wejScie deterministyczne

—1
~1 ~1 . . 1 1
ay = (XpXn) XaYy = (X3Xy) Xy(Xya*+Zy) =a" + (NXJEXN) (NXJTVZN> =
1 & T
. * T
- (o) (78w)

1) czynnik (% Z],j:l xkx£> - jest czysto deterministyczny

2) {xx21} — niezalezne (nie musza by¢ typu i.i.d.)

3) Exizr = xxEz; = 0, dla kazdego k

4) dodatkowy warunek dotyczacy deterministycznego wejscia (patrz II wersja MPWL)

(7)

varx,’'z = [x,(f)]Qvarzk = [x](f)]2 2

05 < 0

Jezeli dodatkowo

x)?
L2

2

0

< 00, dla kazdego 1 =1,2,...,s

E

k=1

to
1 & 1
NZxkzk 250, gdy N — oo
k=1
Przyklad ograniczonego wejScia deterministycznego

X € [—dy,dy] X [—da,ds] X ... X [—ds, ds] — wielowymiarowy przedzial



6. Wilasnosci estymatora NK dla N < oo

analiza obcigzenie

oznaczajac Ly = (X]:\F[X N)f1 XTI otrzymujemy ay = LyYy (estymator liniowy)
ay = LNYN:LN(XNB_*—{—ZN) =a"+ LyZy
EaN = a*—i—E{LN}E{ZN} =a"

wniosek: ay jest nieobcigzony zaréwno dla wejscia losowego, jak i deterministycznego

analiza macierzy kowariancji

cov(ay) = E{(ay —a")(ay —a")"}
ay — a” LNZN
cov(ay) = E{LnZNZ} Ly} = Ly (EZnZY) Ly

struktura macierzy kowariancji zaktécen EZyZL jest nastepujaca

Ezf Ezizo .. Ezizy
E Ez3

' 2921 . Z9 _ 0_21

z

EZyZi =

2
Ezyz .. . B2y
zatem
cov(ay) = oLy L%
, . T
posta¢ macierzy LyLy

Ll = (XExXN) 7 XEXy (XEXN) ™ = (XEXN)™

1N



wniosek
-1
cov(ay) = o (XyXn)
planowanie ortogonalne

gdy XI Xy jest macierza diagonalna (eksperyment czynny — wejécie deterministyczne)

6.1. Optumalnos¢c ay w klasie estymatoré6w LUE
klasa LUE
{ay :ay = MyYy, Eay =a*, My — deterministyczna}
warto$¢ oczekiwana
Eay = EMyYy = EMyXya* + EMyZy wniosek: My Xy = 1
macierz kowariancji

cov(ay) = E{MyZyZi My} = My (EZNZY) MY

cov(ay) = o*MyM},
pokazemy, ze
cov(ay) < cov(ay)
co oznacza znak < w odniesieniu do macierzy?
Definicja 1 Macierz A € R™" jest nieujemnie okreslona (zapisujemy A > 0), jesli dla kazdego wektora w = R" zachodzi
wl Aw >0
Twierdzenie 1 Macierz postaci AAT jest zawsze nieujemenie okreslona.
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podstawmy A = My — Ly

(My — Ly)(My — Ly)" = (My — Ly) (M} — LY) = My M, — MyLY — Ly M7 4+ Ly LY = (% * %)

spostrzezenia

1

MyL% = MyXy (XEXN) " = 1(XEXN) " = (XEXy) T = LyL%

LyMEL = (MyLY)T = LyL%
zatem
(%% %) = MyM3 — LyLL,
za$ na podstawie T'wierdzenia

MyMi — LyLy > /- o?
>

0
cov(ay) — cov(ay) 0

19





