6. Typy zbieznoSci probabilistycznych

Fakt zbieznoSci ciagéw deterministycznych (nie losowych)

kli_}rgloak:g@/\\//\\ak—g\<s

e>0 ko k>kg

Szybkos¢ zbieznosci ciagéw deterministycznych

symbol o() — "rzad nizszy”

a; = o(b) < lim Ik _ g (i oba ciagi daza do zera)

k—oo Dy

symbol O() — "ta sama szybkos¢”

ar = O(be) & \/ lar| < c by

c<0

Ciagi zmiennych losowych {s}

tutaj operator limy_,, nie wystarcza, gdyz warunek |a; — g| < € okresla pewne zdarzenie losowe

Definicja 1 Cigg zmiennych losowych {a.} jest przy k — oo zbieiny wedbug prawdopodobienstwa (stabo) do »* jesli
dla kazdego € > 0 zachodzi

lim P(|5q, — %#| >¢) =0, lub réwnowaznie lim P(|sq — %#| <g)=1

k—o0 k—o0
Wartos¢ s nazywamy granicq stochastyczng ciggu {4} i zapisujemy

P lim g, = s (1)

k—o00

Zapis Plimy_.Xy = X dla sekwencji wektoréw losowych {Xy}, oznacza, ze Xy — X wedlug prawdopodobienstwa, gdy
N — oo.



Definicja 2 Cigg zmiennych losowych {sa.} jest przy k — oo zbieiny z prawdopodobienstwem 1 (mocno) do »* jesli
zachodzi

P(klim =) =1

Lemat 1 Ze zbieznosci z prawdopodobienstwem 1 wynika zbieznosc wedtug prawdopodobienstwa.

Definicja 3 Cigg zmiennych losowych {s} jest przy k — oo zbietny wedlug $redniej z potega r do »* jesli zachodzi
lim E |54, — »*|" =0
k—o00

w szezegdlnosci jest zbiezny wedtug sredniej z kwadratem (Sredniokwadratowo), gdy

klim E(sq, — #)* =0

Definicja 4 Cigg zmiennych losowych {sa.} ma szybkosé zbieznosci rzedu O(e;) wedlug prawdopodobienstwa przy
k — oo (tj. asymptotycznie), gdzie {e} jest ciagiem liczb dodatnich zbieznym do zera, tzn.

», = O(ey) wedtug prawdopodobienstwa

wtedy 1 tylko wtedy, gdy {Z—:Xk} jest zbiezny wedtug prawdopodobiehstwa do zera dla kazdego ciggu liczbowego {x;}, takiego

ze limg_,o0 X3 = 0.

Definicja 5 Cigg zmiennych losowych {sc.} ma szybkosé zbieznosci rzedu O(e;) wedtug sredniej z kwadratem przy
k — oo jezeli istnieje stata 0 < ¢ < 0o, taka, ze

E%zk < cey,
Lemat 2 Jezeli »q. = O(ey,) wedlug sredniej z kwadratem, to »q, = O(\/ex) wedtug prawdopodobienstwa.

Definicja 6 Mowimy, 2e ciqg zmiennych losowych X jest zbieiny wedtug rozktadu do zmiennej losowej X, gdy



7. Relacje (zwiazki) pomiedzy réznymi typami zbieznoSci

Lr
\

P odp. szybko

|

D

Dowéd faktu P1 —= P

oczywisty, skoro P(limg_,o 26, = 2¢") = 1, to > oy P(|sa — »*| < &) < oo i aby szereg ten byl zbiezny, musi zachodzi¢
P(|sg, — »*| <e) - 0dlak — o0

Dowéd faktu Lr = P

z definicji

E|%k—%*r:/|%k—%*rdw>/ |%k—%*\rdw>g/ dw = & P(|s — 5| > ¢)
Q {50 —sc*|>¢} {50 —3c*|>¢}
a zatem
1
P(lsg, — 5| > ¢) < gE |50, — "]

w szczegélnose dlar =21 »* = Ex

1

P(|5¢ — Esx| > ¢) < vars«
£

Dowéd faktu 3207, P(|s, — 5*| < &) < 001 s 2> 3* = 5, L

O



P(sup |», — »"| > €) = P(|», — »*| > € dla pewnego (konkretnego) k > ky) = P <U (|2 — | > €)

k=Fo k=ko
o0
< Z P(|sg, — »*| > €) — 0, bo szereg jest zbiezny, za$ ky — oo
k=Fko
Przykiad
jesli P(|sq — 3¢*| < €) = O(3) wtedy zachodzi s, % 5, ale nie zachodzi s, Lo
Problem

jezeli sg, & 5%, gdy k — 00, to czy wtedy zachodzi ¢(54,) = g(5¢*), gdy k — oo 277

Tak — pod warunkiem, ze g() jest funkcja ciagla w punkcie »*

1N



8. Mocne Prawo Wielkich Liczb Kolmogorowa (wersja podstawowa)

Zalozenia

(a) X1, Xo, ..., Xy — jest clagiem zmiennych losowych typu i.i.d. — niezaleznych i o tym samym rozkladzie (ang independent
and tdentically distributed sequence of random variables)
(b) istnieje EX; = m < oo
Teza
1 & 1
—ZXip—wn, gdy N — oo

N “
1=1

inne wersje MPWL — patrz [Feller|, [Krzyé$ko], [Ninness]

9. Mocne Prawo Wielkich Liczb Kolmogorowa (wersja bez wymogu i.i.d.)

Zalozenia
(a) X1, X, ..., Xy — jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych, w ogdlnoSci o réznych rozkladach
(b) istnieja EX; = m; < 0o
(c) istnieja varX; = 0? < oo
2

(d) D25, % <o
Teza

1 & 1 o~ 5
NZXi_NZmip_)O’ gdy N — oo
i=1 i=1

11



10. Centralne Twierdzenie Graniczne Lindenberga—Levy’ego

Zalozenia

(a) X1, X, ..., Xy — ciag typu i.i.d. (maja ten nam, ale dowolny rozkltad! — niekoniecznie normalny)
(b) istnieje EX; = m < o0

(c) istnieje varX; = 0% < oo

Teza

N
Vox. N
Zzzl\/ﬁ ™ D N(0,1), gdy N — oo
o

Whioski — fundamentalne dla zagadnienia estymacji

1 N N
<D . Xi—m 1 o’
NZZ_lg ‘ 2>/\/'(0,1) — g Xig/\/(m,—)
o N 4 N
VN 1=1
Oszacowanie dokladnoSci przyblizenia — nieré6wnos¢ Barry-Essena
— sz\;l Xi—Nm
ozZNACZMY 2y = ===

QH

33E|X; —m/|* ( )
F, (z)—®(z)] < = -0 (—
SUp | Froy (7) = 2(2)] < TN
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11. Analiza korelacyjna proceséw

kowariancja — miara zaleznosci liniowej
cov(X,Y)=E{(X —EX)(Y —EY)} lcov(X,Y)| < VvarXvarY

korelacja (znormalizowana kowariancja)

cov(X,Y)
vVvarXvarY

pojecie procesu losowego (stochastycznego)

§XY) =

(X, Y)<1

X (w, t) — dla ustalonego momentu czasu t = t; otrzymujemy zmienna losowa X;,(w)

funkcja autokowariancji procesu losowego (stacjonarnego) — miara zalezno$ci liniowej pomiedzy X;, o przesunigta
o 7 zmienna X 4,

Ax (1) = cov(Xyy, Xiyir), Ax(0) = o%
funkcja autokorelacji procesu losowego

cov(Xyy, Xigrr) Ax(T)
TX(T — = 5
\/varXtOUarXtoJrT 0%

3 Tx(O):l

funkcja kowariancji wzajemnej dwéch proceséw — X (w,t) i Y (w,t)
Wx y (1) = cov(Xy,, Yig+r)

funkcja korelacji wzajemnej dwéch procesé6w — X (w,t) i Y (w,t)

Wxy(T
() =l
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12. PrzejScie bialego szumu przez uklad dynamiczny

(0]
Y = Vit
1=0

Zalozenia

(a) {ug} — proces typu i.i.d.

(b) uklad jest asymptotycznie stabilny tzn. Y .~ |v;| < oo
(c) dla uproszczenia prezentacji niech Eu, = 0 i varu, = 1

Autokowariancja procesu uy

=varu = 1,dla7 =0

A - E T = . . s . . . .
u(7) Uh { = 0, dla 7 # 0 (na podstawie niezaleznoSci uy i ug., i zalozenia (c))

ro(7) = Au(7) (patrz zalozenie (c))

WiasosSci procesu y;

Ey. = E Zﬂyiukﬂ- = Z Ev,ui—; = Euyg Z% =0
i=0 i=0 i=0

o0 o )
varyy = var (Z %ukZ) = Z var (y;uk—;) = varuy Zy?
i=0 1=0

1=0

i=0 j=0

(0. ¢]
= E{(vour + Mwe—1 + vour—2 + ..) (YoUktr + V1htr—1 + VoUktr—2 + oo + YUk + VrprUp—1 + ..) } = varuy Z YiVitr
i=0

1A



13. Popularne nieré6wnosci

Nieréwnosc Czebyszewa

Nieré6wnosc Barry-Essena

Zij\il Xi—Nm
oznaczmy x»y = T

Nieré6wnosc Jensena

g() — funkcja wypukta
Eg(X) = g(EX)

Nierownos¢é Holdera

| X, = (EX?)"? tzw. p-norma zmiennej losowej

1 1
EIXY] < [X], [Vl gdrie 5+~ =1

Nieré6wno$¢ Schwartza (p = 2, p/ = 2)
EXY| < E|XY| < VEX2EY?

Nierownos¢ Rao-Cramera
1

N %, (M) £ %)

E(0y — 6°)2 >

1=





