11.

Rozklad SVD wedlug wartoSci szczegdlnych
(ang. singular value decomposition)



1. Podstawy algebraiczne metody

Definicja (warto$ci wlasne)
Wartosciami wlasnymi macierzy A nazywamy pierwiastki kwadratowe wartoéci wlasnych macierzy A” A, gdzie miacierz AY
jest macierzg sprzezong do A.

Dla macierzy rzeczywistych A zachodzi

Al = AT

Twierdzenie

Dowolng macierz A o rozmiarach m X n mozna wyrazi¢ w postaci
A=PDQ

gdzie P jest macierzg unitarng stopnia m x m, () jest macierzg unitarng stopnia n x n, za§ D jest macierzg przekatniows o
rozmiarach m X n.

Dowaéd

patrz [Kincaid, Cheney, str. 277]

Whnioski z dowodu:

1) tylko r = rank(A) pierwszych elementéw diagonali macierzy D jest niezerowych

2) zmieniajac kolejno§¢ tych elementéw mozna uzyskaé r! réznych rozktadéw SVD dla tej samej macierzy A
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Definicja (pseudoodwrotno$¢ macierzy diagonalnej)
Pseudoowdrotnoscia macierzy diagonalnej D rozmiaru m X n, czyli takiej ze

o;, dla i = j < rank(A)
0, w przeciwnym razie

Dl = {

nazywamy macierz DT rozmiaru n x m postaci

D*lis] = {

£, dlai = j < rank(A)
0, w przeciwnym razie

Przykiad

2000 8'5
D=10400 — D+:O
0000 0
100 (1)(1)8

DDt=[010 D™D =
00 0 000
000

oo oo
b
St

oS O OO

o O O O



Definicja (pseudoodwrotno$¢ dowolnej macierzy)

Pseudoodwrotnoscig dowolnej macierzy A = PD() nazywamy macierz

A+ — QHDJrPH

2. Zastosowanie SVD w zadaniach NK

mamy uktad réwnan — moze by¢ sprzeczny, moze mie¢ wiele rozwigzan
Ar =10

oznaczmy

p = min || Az — bl

Definicja (rozwiazanie minimalne)

Rozwiazaniem minimalnym ukladu réwnan Az = b nazywamy najkrétszy (w sensie euklidesowym) wektor minimalizujacy
| Az — by, czyli nalezacy do zbioru

{z: | Az —blly, = p}

Mozliwe przypadki

Czy sprzeczny? | Liczba rozwigzan Czym jest rozwiazanie minimalne?

nie, p =0 1 jedynym rozwigzaniem

nie, p =0 00 najkrotszym rozwiazaniem

tak, p >0 0 (jedno rozwiazanie problemu NK) | jedynym rozwigzaniem problemu NK
tak, p > 0 0 (oo wiele rozwigzan problemu NK) | najkrétszym z rozwigzan problemu NK




Twierdzenie

Rozwigzanie minimalne ukladu réwnan Ax = b ma postac
r=A"b
Aplikacja

Xya = Yy — w ogdélnosci sprzeczny
Xy = PDQ
a = XiYy=Q'D"Plyy



